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1 Corpos de
Funções

Algébricas

1.1 Propriedades de Curvas
Neste capítulo abordaremos a teoria geral de Corpos de Funções Algébricas: Lu-
gares, Divisores, anéis de valorização e Espaço de Riemann–Roch.

A menos de menção do contrário, neste capítulo sempre consideraremos K
um corpo arbitrário.

Para um polinômio f .x; y/ 2 KŒx; y� a curva plana afim associada à f é o
conjunto

Xf WD

n
.a W b/ 2 K

2
j f .a; b/ D 0

o
:

De forma análoga, dado polinômio homogêneoF.X; Y;Z/ 2 KŒX; Y;Z� a curva
plana projetiva associada à F é o conjunto

XF WD
˚
.a W b W c/ 2 P2.K/j F.a; b; c/ D 0

	
:

Observamos que a partir de uma polinômio afim podemos obter um polinômio
homogêneo e vise versa. Com efeito, seja f .x; y/ 2 KŒx; y� com deg.f / D r

então homogenizando f obtemos F.X; Y;Z/ D Zrf .X
Z
; Y

Z
/. Reciprocamente,

dado um polinômio homogêneoF.X; Y;Z/ 2 KŒX; Y;Z� obtemos um polinômio
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em KŒx; y� desomogenizando com relação à uma das três variáveis F.X; Y; 1/;
F.X; 1;Z/; F.1; Y;Z/: Estas operações de desomogenizar e homogenizar po-
linômios também cria uma relação entre os pontos das curvas, isto é, dado um
ponto .a; b/ 2 K

2 da curva afim Xf então temos que .a W b W 1/ 2 P2.K/

é um ponto da curva projetiva homogenizada Zrf .X
Z
; Y

Z
/. Por outro lado, se

.a W b W c/ 2 P2.K/ com Z ¤ 0 (resp. X ¤ 0, ou Y ¤ 0) é um ponto perten-
cente ao polinômio homogêneo F.X; Y;Z/ então .a W b W 1/ é um ponto da curva
afim F.x; y; 1/ (resp. F.1; y; z/, F.x; 1; z/). O ponto .a W b W 1/ (com Z ¤ 0/ é
chamados de pontos afins da curva F.X; Y;Z/, quando Z D 0 e dizemos que o
ponto está no infinito.

Sejam XF um curva e p 2 XF ponto. Dizemos que p é um ponto singular se

FX .p/ D 0I

FY .p/ D 0I

FZ.p/ D 0;

onde FX ; FY ; FZ denotam as derivadas parciais em relação a cada variável. Caso
contrário dizemos que p é um ponto não singular. Neste caso, a reta tangente em
um ponto não singular é dada por

FX .P /X C FY .P /Y C FZ.P /Z D 0:

Curvas que não contém pontos singulares são chamadas de curvas não singulares.
A vantagem de utilizar curvas não singulares é que podemos obter o gênero

destas curvas utilizando apenas o grau do polinômio. Mais precisamente, se XF

é uma curva não singular, então o gênero de XF é

g D
.deg.F / � 1/.deg.F / � 2/

2
: (1.1)

Ressaltamos que para curvas planas em geral o a formula para o calculo do gênero
é um pouco diferente da formula acima.
Exemplo 1.1.1. Seja K um corpo com Char.K/ ¤ 2. Considere a curva dada
pela equação

F W Y 2T � .X � c1T /.X � c2T /.X � c3T /

com c1; c2; c3 2 K distintos entre si. As derivadas parciais são:
FX D.X � c2T /.X � c3T /C .X � c1T /.X � c3T /C .x � c1T /.X � c2T /I

FY D2Y T I

FT D � c1.X � c2T /.X � c3T / � c2.X � c1T /.X � c3T / � c3.X � c1T /.X � c2T /;
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igualando as três derivadas a zero, obtemos que a única solução possível é .0 W

0 W 0/ e desta forma F é não singular. Utilizando a formula do gênero, temos que
g.F / D 1:

Uma XF curva definida sobre um corpo K é dita ser geometricamente irre-
dutível sobre K se o polinômio F é irredutível sobre K. Vamos sempre estar
assumindo que uma curva é geometricamente irredutível.

Sobre as considerações acima podemos ver alguns exemplos:

Exemplo 1.1.2 (Curva Hermitiana). Seja q potência de um primo. Considere a
equação XqC1 D Y qZ C YZq . Esta equação é chamada de Curva Hermitiana
Hq definida sobre Fq2 : Algumas propriedades deHq

• é geometricamente irredutível.

• As derivadas parciais deHq são:FX D Xq; FY D �Zq; FZ D Y q .

Vemos queHq é não singular. Vamos analisar um caso particular. Considerando
q D 2, podemos facilmente calcular Fq2 D

Z2Œx�

.x2CxC1/
, ie, F4 D

˚
0; 1; ˛; ˛2

	
com

˛2 D 1C ˛:

H2 possui pontos no infinito? Resposta: O único ponto no infinito é o ponto
P1 WD .0 W 1 W 0/, poisH2 W .X

Z
/qC1 � .Y

Z
/q �

Y
Z
. E esse é o único ponto emH2

quando Z D 0:

De forma análoga podemos mostrar que .0 W 1 W 0/ é o único ponto no infinito
deHq com Z D 0:

Exemplo 1.1.3. SejaK D Q. Considere a equação G.X; Y; T / D Y 2T �X3 C

XT 2. então as derivadas parciais são:

FX D3X2
� T 2

I

FY D2Y T I

FT DY 2
� 2XT:

Pela igualdade FY D 0 temos que T D 0 ou Y D 0. Se T D 0 então por
FX D FT D 0 temos X D Y D 0. Se Y D 0 então por FX D FT D 0

concluímos X D T D 0. Portanto, G é não singular e possui gênero um. Seja
P D .T W X W Y / um ponto na curva, quando T D 0 temos que Y D 0 e portanto
P D P1 D .0 W 1 W 0/ é o único ponto no infinito. Abaixo podemos ver a figura
do gráfico curva.
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Como podemos constatar no próximo exemplo, existem curvas que são singu-
lares.

Exemplo 1.1.4. Seja K D Fq um corpo com q D l3 elementos. Considere a
curva dada pela equação F W Y l2

� Y T l2�1 D X l2�lC1T l�1. Então temos que
as derivadas parciais são:

FX D.l2 � l C 1/X l2�lT l�1
I

FY D.l2/Y l2�1
� T l2�1

I

FT D.l2 � 1/Y T l2�2
� .l � 1/X l2�lC1T l�2 ;

é uma curva singular, com um único ponto singular para T D 0. De fato, de
FY D 0 temos que Y D 0 logo .0 W 1 W 0/ é o único ponto singular.

Exemplo 1.1.5. Seja K D R. Considere o polinômio g.X; Y;Z/ WD Y 2Z3 �

X5 �X3Z2

gX D � .5X4
C 3X2Z2/ I

gy D2YZ3

gZ D3Z2Y 2
� 2X3Z;

Como as derivadas não si anulam simultaneamente, temos que g é não singular.
Abaixo podemos ver a figura do gráfico curva.

Como um dos nossos principais objetivos é o estudo sobre corpos finitos, con-
vémmostrarmos que sobre um corpo finito sempre existem polinômio irredutíveis.
Donde segue a motivação do próximo exemplo.

Exemplo 1.1.6. Seja Fq um corpo com q elementos. Para cada natural n existe
um polinômio irredutível em Fq de grau n.
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Vamos denotar porNq.n/ o número de polinômios mônico irredutíveis de grau
n em Fq .

Afirmação 1:
Seja f 2 FqŒx� mônico, irredutível de grau d . f jxqn

� x () d jn: De
fato, se d jn então Fq � Fqd � Fqn . Seja ˛ uma raiz qualquer de f em alguma
extensão de Fq , logo d D ŒFq.˛/ W Fq� e portanto Fqd D Fq.˛/: Assim, ˛ 2 Fqn

e ˛qn

� ˛ D 0 então f jxqn

� x: Reciprocamente, se f jxqn

� x considere ˛ uma
raiz qualquer de f em alguma extensão de Fq , logo ˛qn

�˛ D 0 e assim ˛ 2 Fqn

e portanto Fqd � Fqn ; isto é, d jn:

Afirmação 2:Para cada natural n, xqn

� x é igual ao produto de todos os
polinômios irredutíveis sobre Fq com grau dividindo n:

Com efeito, pela afirmação 1 temos que cada polinômio mônico irredutível
com grau dividindo n aparece pelo menos uma vez na fatoração de xqn

�x. Como
xqn

�x é separável, então cada irredutível aparece exatamente uma única vez na
fatoração de xqn

� x.
Afirmação 3: qn

D
X
d jn

dNq.d/: para cada natural n:

De fato, segue da afirmação 2 comparando o grau de cada lado da igualdade.
Fato: [Formula de inversão de Möbius] Seja f .n/ uma função sobre os

naturais e F.n/ D
X
d jn

f .d/. Então, para cada natural n temos que

f .n/ D
X
d jn

�.d/F.
n

d
/:

Então obtemos que

Nq.n/ D
1

n

X
d jn

�.d/q
n
d :
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E portanto Nq.n/ > 0 para cada natural n: Para mais detalhes sobre a Formula
de inversão de Möbius veja (Martinez et al. 2018).

Ao longo deste livro iremos estudar mais aspectos destas e de outras curvas,
nos apropriando da linguagem de curvas e corpos de funções.

1.2 Introdução à Corpos de Funções Algébricos
Começamos esta seção relembrando a definição de base de transcendência. Con-
sidere F=K uma extensão qualquer de corpos. Dizemos que um conjunto T de F
é algebricamente dependente se existe um número natural n, um polinômio não
nulo p.x1; : : : ; xn/ 2 KŒx1; : : : ; xn� e ainda elementos distintos t1; : : : ; tn 2 T sa-
tisfazendo f .t1; : : : ; tn/ D 0. No caso contrário dizemos que T é algebricamente
independente sobre K:

Usando a inclusão de conjuntos algebricamente independentes podemos apli-
car o Lema de Zorn para obter um conjunto maximal algebricamente independente.
Este conjunto maximal chamaremos de base de transcendência de F=K:

Exemplo 1.2.1. Considere p.x; y/ 2 QŒx; y� dado por p.x; y/ D x3 C y � 1:

Definindo o corpo quociente F D
QŒx;y�
p.x;y/

temos que as variáveis z D
x

p.x;y/
e

w D
y

p.x;y/
são uma base de transcendência de F sobre Q:

Da definição de base de transcendência, vemos que uma mesma extensão não
temos unicidade com relação a base. Porém, como veremos no próximo resultado,
a cardinalidade é invariante.

Teorema 1.2.1. Qualquer duas bases de transcendência possuem mesma cardi-
nalidade.

A partir da seguinte definição concentraremos nosso estudo em extensões com
base de transcendência de tamanho 1:

Definição 1.2.1. Um corpo de funções algébricas F=K de uma variável sobre K
é uma extensão de corpos K � F tal que F é uma extensão algébrica finita de
K.x/ para algum elemento x 2 F que é transcendente sobre K:

Para facilitar referências futuras, iremos abreviar Corpos de Funções Algébri-
cos para Corpos de Funções.

No caso em que F=K é uma extensão com base de transcendência de tamanho
s > 2 dizemos que F é um corpo de funções algébrico de n variáveis.
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Exercício 1.2.1. Considere o conjunto K WD fu 2 F j u é algebrico sobre Kg.
Mostre que com as as operações de usuais de F , K é um subcorpo de F:

O corpo K é chamado corpo de constantes de F=K:
SejaF=K uma extensão de corpos. Um subconjunto finito fx1; : : : ; xrg � F é

algebricamente independente sobreK se não existe F.t1; : : : ; tr/ emKŒt1; : : : ; tr �
satisfazendo F.x1; : : : ; xr/ D 0. Um subconjunto arbitrário S � F é algebrica-
mente independente sobre K se todos os subconjuntos finitos de S são algebrica-
mente independentes sobre K.

Uma base de transcendência da extensão F=K é um subconjunto A de F que
satisfaz:

• A é algebricamente independente.

• A � A0 e A0 é um subconjunto algebricamente independente de F , então
A D A0.

Um resultado sobre a cardinalidade é o seguinte:

Quaisquer duas bases de t ranscendncia da extenso F=K possuem a

mesma cardinalidade:

Portanto chamamos de grau de transcendência, e denotamos por t rdeg.F=K/,
a cardinalidade da base transcendência de F/K.

Sobre o grau de transcendência de F=K temos dois resultados importantes:
F=K é uma extensão algébrica se, e somente se, t rdeg.F=K/ D 0.

Se F é algébrico sobreK.A/, para algum subconjunto A de F, então A contém
uma base de transcendência de F=K.

Exemplo 1.2.2. O corpo de funções racionais F=K é chamado racional se F D

K.x/, para algum x 2 F que é transcendente sobre K: Mais adiante iremos
explorar esse exemplo de forma mais profunda.

Exemplo 1.2.3. Seja K D Q e considere p.X; Y / D X3 � Y 2 C Y C 1 2

KŒX; Y �. Considere o quociente F D
KŒX;Y �
p.X;Y /

. Fazendo x WD X mod p.X; Y / e
y WD Y mod p.X; Y / temos que F D K.x; y/ com x3 D y2 � y � 1 é um corpo
de funções algébricas de uma variável.

Segue da Teoria de Extensões de Corpos uma representação F=K através de
uma equação polinomial. Uma vez que x é transcendente sobre K temos que
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F=K.x/ é uma extensão finita. Se tomarmos qualquer outro elemento transcen-
dente y sobre K então x e y terão uma relação de dependência sobre K uma
vez que o grau de transcendência é um. Em outras palavras, existe um polinô-
mio p.t1; t2/ 2 KŒz;w� tal que p.x; y/ D 0. Desta forma, concluímos que x
é algébrico sobre K.y/ (via p.t1; y/ 2 K.y/Œt1�) e y algébrico sobre K.x/ (via
p.x; t2/ 2 K.x/Œt2�). Vendo o corpo de funções F=K como F D K.x; y/ pode-
mos escolher estudar a extensão mais conveniente pois podemos ver como duas
extensões, isto é, podemos ver F como extensão de k.x/ ou de K.y/. Conforme
diagrama abaixo.

F D K.x; y/

k.x/ K.y/

K

Observamos que a definição acima pode ser resgatada se partimos de uma
curva plana projetiva (ou afim). Seja XF um curva plana algébrica, projetiva, ir-
redutível sobre um corpo K associada ao polinômio homogêneo F 2 KŒX; Y;Z�.

Desta forma consideramos o seguinte conjunto

K.X; Y;Z/

.F /
WD
˚
G.X; Y;Z/j G.X; Y;Z/ 2 K.X; Y;Z/ G homogêneo

	
;

onde G.X; Y;Z/ denota a classe do polinômio G. Tal conjunto é um domínio de
integridade, pois F é irredutível. Dizemos que dois polinômios são equivalentes
se sua diferença é múltipla de F: Isto nos permite construir o corpo de frações
QF . Para avaliar uma tal fração em um ponto projetivo, queremos o resultado não
dependa do representante do representante escolhido. Portanto, exigimos que o
numerador e o denominador tenham um representantes ambos com o mesmo grau.
O corpo de funções deXF ; denotado porK.XF /, é o conjunto de elementos deQF

admitindo uma tal representação (O caso afim é obtido de forma similar). Esses
elementos recebem o nome de funções racionais deXF :Umelemento z 2 K.XF /

é chamado de função regular em um ponto p se z D
G.X;Y;Z/
Q.X;Y;Z/

com Q.p/ ¤ 0.
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