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Prefácio

Este livro é dedicado à introdução à teoria de álgebras com identidades polinomi-
ais, conhecida como PI-teoria. Para isso, essencialmente consideraremos álgebras
associativas sobre um corpo F de característica zero. Polinômios em variáveis
não comutativas, se anulando sob avaliação de elementos em uma álgebra, são
definidos como identidades polinomiais e foram considerados inicialmente nos
trabalhos de Dehn (1922) e Wagner (1937).

Uma álgebra satisfazendo uma identidade polinomial não nula é denominada
uma PI-álgebra. Qualquer álgebra comutativa é uma PI-álgebra, e um exemplo de
uma PI-álgebra não comutativa é a álgebra UT2, de matrizes triangulares superio-
res 2�2 sobre um corpoF . Em geral, álgebras de dimensão finita são exemplos de
PI-álgebras, satisfazendo um polinômio especial, chamado polinômio standard1.
Por outro lado, um excelente exemplo de uma PI-álgebra de dimensão infinita é a
álgebra de Grassmann G, ou álgebra exterior.

O desenvolvimento da PI-teoria teve início basicamente a partir do artigo de
Kaplansky (1948), dedicado à descrição da estrutura de uma PI-álgebra primitiva.
Dois anos após a publicação do Teorema de Kaplansky, Amitsur e Levitzki (1950)
provaram que o polinômio standard de grau 2k é uma identidade de grau mínimo
da álgebra de matrizes Mk.F /. Para provar o resultado, os autores usaram mé-
todos puramente combinatoriais, introduzindo um novo tipo de abordagem na PI-
teoria, cujo objetivo passou a ser a descrição das identidades satisfeitas por uma
álgebra. Com isso, o interesse se tornou em determinar o conjunto Id.A/ de todas
as identidades polinomiais de uma dada álgebra A.

1Faremos a opção de não traduzir a palavra standard para o português.



O conjunto Id.A/ é um T-ideal de F hXi, a álgebra de polinômios em um con-
junto enumerávelX de variáveis não comutativas sobre F , isto é, é um ideal inva-
riante sob todos os endomorfismos de F hXi, e é chamado o T-ideal de A. Specht
(1950) conjecturou que, sobre um corpo de característica zero, o T-ideal de uma
álgebra associativa é finitamente gerado como um T-ideal.

A conjectura de Specht foi provada para alguns casos particulares nos anos
seguintes, e a demonstração completa foi dada por Kemer (1978). Além disso, o
T-ideal Id.A/ é gerado por polinômios multilineares, ou seja, por polinômios cujas
variáveis aparecem uma única vez em cada um de seus monômios. Mas mesmo di-
ante dessas informações, é importante destacar que a descrição do T-ideal de uma
álgebra é, em geral, um problema difícil. De fato, exemplificamos que, mesmo
para a álgebra de matrizes Mk.F /, o T-ideal foi descrito somente para k D 1 e
k D 2, até o presente momento. Na tentativa de minimizar a dificuldade encon-
trada na determinação do T-ideal de uma álgebra A, alguns invariantes numéricos
associados àA foram introduzidos, para conhecer informações quantitativas sobre
Id.A/. Um invariante numérico muito útil é a chamada sequência de codimensões
de uma álgebra A. Tal sequência, denotada fcn.A/gn>1, foi introduzida por Re-
gev (1972) e mede, de uma certa maneira, a taxa de crescimento das identidades
polinomiais satisfeitas por A.

É bem compreendido que se A é uma PI-álgebra, então a sequência de codi-
mensões cresce exponencialmente ou é limitada polinomialmente, isto é, existem
constantes a; k > 0 tais que cn.A/ 6 ank para todo n > 1. Nesse último caso,
dizemos que A tem crescimento polinomial.

A sequência de codimensões, além de ser uma importante ferramenta, tornou-
se um dos principais objetos de investigação na PI-teoria e, nos últimos anos, tem
sido estudada por diversos autores. A possibilidade de álgebras distintas possuí-
rem o mesmo T-ideal nos leva a estudar a classe das álgebras que satisfaça to-
das as identidades de uma dada álgebra A, chamada de variedade gerada por A
e denotada por var.A/. Para uma variedade de álgebras V D var.A/, definimos
cn.V/ D cn.A/. Um dos principais objetivos da PI-teoria tem sido caracterizar
e classificar variedades de álgebras V por meio do comportamento assintótico da
sequência cn.V/. Em particular, nesse livro, temos interesse em variedades com
crescimento polinomial da sequência de codimensões, isto é, variedades geradas
por álgebras de crescimento polinomial.

O estudo das variedades de crescimento polinomial foi iniciado por Kemer
(1979). Mais especificamente, ele mostrou que var.A/ tem crescimento polino-
mial se, e somente se, G e UT2.F / … var.A/. Como consequência dessa carac-
terização, segue que var.G/ e var.UT2.F // são as únicas variedades de cresci-



mento quase polinomial, isto é, as sequências de codimensões de G e de UT2.F /
crescem exponencialmente, mas qualquer subvariedade própria de var.G/ e de
var.UT2.F // tem crescimento polinomial.

Este livro foi escrito com o objetivo de motivar estudantes interessados na área
de álgebra a conhecer resultados clássicos e também recentes da PI-teoria, necessá-
rios para apresentar uma demonstração moderna do Teorema de Kemer e fornecer
outras caracterizações de variedades de álgebras de crescimento polinomial.

Ao escrever o livro, nossa preocupação foi deixar um bom registro dos princi-
pais resultados em álgebra não comutativa, importantes ferramentas no desenvol-
vimento da PI-teoria. Fizemos a opção de detalhar o conteúdo de tais tópicos, não
apenas para servir de apoio aos estudantes interessados no estudo de PI-álgebras,
mas também para que os colegas possam utilizar o primeiro capítulo do livro em
seus cursos básicos de teoria de anéis e módulos.

Dessa forma, no Capítulo 1, apresentamos as noções de anéis e módulos, se-
guidos de diversos resultados importantes sobre esses objetos. Introduzimos o
conceito de produto tensorial de módulos e provamos o Teorema de Wedderburn–
Artin, que caracteriza os anéis artinianos semissimples. Provamos também o Teo-
rema de Wedderburn, que apresenta a estrutura de anéis semissimples. Definimos
o radical de Jacobson de um anel e provamos suas propriedades. Por fim, dedica-
mos a última seção ao estudo das álgebras, objeto principal de estudo deste livro, e
provamos o Teorema de Wedderburn–Malcev. Este capítulo pode ser dispensado
por estudantes que tenham conhecimento básico dos resultados citados.

No Capítulo 2, nos preocupamos em explicitar os resultados essenciais a res-
peito de representações e caracteres de um grupo finito, tendo como foco o grupo
simétrico Sn. Esse grupo tem participação especial no estudo do crescimento da
sequência de codimensões de uma PI-álgebra, devido à sua ação sobre o espaço
dos polinômios multilineares de grau n. Destacamos os resultados essenciais da
teoria desenvolvida por A. Young para o estudo dos caracteres irredutíveis de Sn.

O Capítulo 3 tem como foco a introdução aos objetos principais deste livro,
os polinômios na álgebra livre F hXi e as PI-álgebras. Provamos propriedades
importantes sobre os geradores do T-ideal de uma PI-álgebra e demonstramos o
processo de multilinearização, que permite obter uma identidade multilinear a par-
tir de uma identidade qualquer de uma álgebra. Na seção final, demonstraremos o
célebre Teorema de Amitsur–Levitzki.

No Capítulo 4, definimos as variedades de álgebras, apresentamos resultados
destacados a respeito e damos exemplos de álgebras PI-equivalentes, isto é, que
geram a mesma variedade. Definimos, ainda, a sequência de codimensões de uma



álgebra e o significado de crescimento polinomial e exponencial. Damos exemplos
de álgebras de crescimento polinomial e calculamos a sequência de codimensões
das álgebras G e UT2, mostrando que estas têm crescimento exponencial. Intro-
duzimos, também, os conceitos de superálgebra e de PI-expoente.

Iniciamos o Capítulo 5 estabelecendo um resultado que fornece uma condição
necessária e suficiente para que uma variedade seja gerada por uma álgebra de
dimensão finita e provamos o célebre Teorema de Kemer, que caracteriza varieda-
des de crescimento polinomial das codimensões via exclusão de G e UT2 da varie-
dade. Além disso, introduzimos a sequência de cocaracteres f�n.A/gn>1 de uma
álgebra e demonstramos o resultado que caracteriza as variedades de crescimento
polinomial por meio da decomposição de �n.A/. Ao final, apresentamos mais um
resultado de caracterização, provando que uma álgebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, var.A/ D var.B/, onde B é uma álgebra de dimensão
finita, que tem uma decomposição explícita como soma direta de subálgebras com
propriedades particulares.

O Capítulo 6 foi preparado com a intenção de atrair os interessados na área de
álgebra a se aprofundar em resultados de pesquisa recentemente desenvolvidos na
PI-teoria. Este capítulo não contém as demonstrações dos resultados apresentados,
pois o objetivo é motivar o leitor a estudar os artigos onde foram publicados. Nele,
destacamos a importância das variedades minimais de crescimento polinomial e
introduzimos as '-álgebras, que são as álgebras com estrutura adicional. Apresen-
tamos a extensão das noções de identidades e codimensões para '-álgebras, os te-
oremas de caracterização de '-variedades de crescimento polinomial e resultados
de classificação em diversos aspectos. Ao final, consideramos as superálgebras
com involução graduada, objeto recente de estudo na PI-teoria, e apresentamos
o teorema de caracterização de variedades de crescimento polinomial correspon-
dente, junto com resultados de classificação já provados.

Convém ressaltar que, no decorrer dos capítulos, foram inseridos diversos exer-
cícios interessantes com importantes informações sobre o assunto em desenvolvi-
mento no texto. Também, ao fim da cada uma das seções dos Capítulos 1 a 5,
sugerimos uma lista de sentenças afirmativas sobre o conteúdo descrito, para que
os leitores possam decidir se são verdadeiras ou falsas, o que chamamos Exercícios
V ou F da seção correspondente.

A redação deste livro é uma importante contribuição para a motivação de no-
vos estudiosos em PI-teoria no Brasil, pela escassez de literatura em português so-
bre o assunto. Os primeiros livros dedicados à PI-teoria foram publicados nos anos
1970 e 1980, como, por exemplo, os livros de Procesi (1973), Jacobson (1975) e
Rowen (1980). A prova da conjectura de Specht pode ser consultada na importante



monografia de Kemer (1991). Diversos livros dedicam algumas seções ao trata-
mento de álgebras com identidades polinomiais tais como os de Herstein (1968),
Passman (1977), Rowen (1991) e Formanek (1991). Aos leitores interessados em
se aprofundar de modomais geral na PI-teoria, indicamos as literaturas mais atuali-
zadas de Drensky (2000), Giambruno e Zaicev (2005) e Aljadeff et al. (2020). Por
fim, um interessante material com resultados recentes de pesquisa em PI-teoria é o
livro editado por Di Vincenzo e Giambruno (2021), que pode ser consultado pelo
leitor interessado na área.

Queremos deixar registrado aqui, nossos agradecimentos àqueles que contri-
buíram para uma melhor qualidade deste livro. Aos nossos orientandos Maralice
Assis e Wesley Quaresma, e a Dafne Bessades e a Maria Luiza Santos, douto-
ras recentemente formadas em PI-teoria sob nossa orientação, pela revisão dos
termos matemáticos e pela sugestão de exercícios para as seções. Aos nossos estu-
dantes que colaboraram com discussões durante os seminários sobre os assuntos
deste livro. Aos colegas: Thiago Castilho de Mello e Luís Felipe Gonçalves Fon-
seca, pelas sugestões e empréstimo de material para a elaboração deste texto. Por
fim, agradecemos à organização do 330 Colóquio Brasileiro de Matemática pela
oportunidade de divulgar a PI-teoria e pelo apoio constante de edição durante a
elaboração do texto.

Belo Horizonte, Maio de 2021

Rafael Bezerra dos Santos e Ana Cristina Vieira



1 Álgebras
associativas

Este capítulo inicial contém os resultados que julgamos importantes para uma boa
compreensão de todos os demais. Na Seção 1.1, fazemos uma pequena revisão
sobre teoria de anéis, fixando a notação que será utilizada em todo o livro. Na
Seção 1.2, estudamos o conceito de módulos e provamos suas principais propri-
edades. Finalizamos a seção definindo o produto tensorial, com a finalidade de
estudar a extensão de escalares de um espaço vetorial. A Seção 1.3 é uma seção
central do capítulo, onde estudamos a semissimplicidade de anéis e módulos. Defi-
nimos a noção de anéis e módulos artinianos e noetherianos e provamos o Teorema
de Wedderburn–Artin, que caracteriza os anéis artinianos semissimples. É nesta
seção que definimos o radical de Jacobson de um anel, um ideal em destaque na
teoria de anéis. Por fim, na Seção 1.4, introduzimos o conceito de álgebras sobre
um corpo, o principal objeto de estudo deste livro, e construímos a seção com o ob-
jetivo de demonstrar um dos principais teoremas utilizados neste livro: o Teorema
de Wedderburn–Malcev.

Este capítulo contém resultados clássicos em álgebra não comutativa, podendo
ser dispensado pelo leitormais avançado. No final do capítulo, faremos um resumo
com os principais resultados sobre álgebras utilizados nos capítulos seguintes.



2 1. Álgebras associativas

1.1 Anéis
Esta seção é introdutória e pode ser dispensada aos leitores que já tem conheci-
mento básico sobre teoria de anéis. Aqui, faremos uma breve revisão dos resulta-
dos necessários para o desenvolvimento deste livro.

Definição 1.1.1. Um anel R é um conjunto não vazio munido de duas operações
binárias,C W R�R! R e � W R�R! R, que chamaremos de adição e multipli-
cação, respectivamente, tais que para todos a; b; c 2 R, as seguintes propriedades
são válidas:

1. aC b D b C a;

2. aC .b C c/ D .aC b/C c;

3. Existe um elemento neutro aditivo 0 2 R tal que aC 0 D a;

4. Existe um inverso aditivo �a 2 R tal que aC .�a/ D 0;

5. a � .b � c/ D .a � b/ � c;

6. a � .b C c/ D a � b C a � c;

7. .aC b/ � c D a � c C b � c.

As propriedades 1, 2, 3 e 4 dizem que o conjunto R munido da operação C é
um grupo abeliano1, e escreveremos .R;C/. A partir de agora, iremos omitir o
ponto no produto de dois elementos de um anel R e escreveremos a � b D ab.

Neste livro, não exigimos a comutatividade da multiplicação em um anel. Por
isso, definiremos esse fato isoladamente.

Dizemos que um anel R é comutativo se ab D ba, para quaisquer a; b 2 R.
Um anel R é um domínio, se ab D 0 implica que ou a D 0 ou b D 0. Elementos
não nulos a; b 2 R tais que ab D 0 são chamados de divisores de zero. Assim,
um domínio é um anel sem divisores de zero.

Definição 1.1.2. Um anel R contendo um elemento 1 ¤ 0 tal que

1a D a1 D a; para todo a 2 R

é chamado de anel com unidade. Um domínio comutativo com unidade é chamado
de domínio de integridade.

1O leitor interessado deve ver no Capítulo 2 uma definição geral de grupo.
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Definição 1.1.3. Um elemento a em um anel com unidade R é dito ser invertível,
se existe um elemento, que denotaremos por a�1 2 R e chamado de inverso de a,
tal que

aa�1
D a�1a D 1:

Em um anel com unidade, consideramos o conjunto

U.R/ D fa 2 R W a é invertívelg

chamado de grupo das unidades de R. Um anel com unidade tal que todos os
elementos diferentes de 0 são invertíveis, isto é, U.R/ D R � f0g, é chamado de
anel de divisão. Um anel de divisão comutativo é chamado de corpo.

Como exemplos básicos de domínios de integridade, temos os conjuntosZ, Q,
R, C dos números inteiros, racionais, reais e complexos, respectivamente, com
operações de adição e multiplicação usuais.

Recordemos queU.Z/ D f�1; 1g. Logo,Z não é um corpo, enquantoQ;R;C
são exemplos de corpos.

Exemplo 1.1.4. O anel Zm D f0; 1; : : : ; m � 1g da classe dos restos módulo m é
um anel comutativo com unidade que é um corpo se, e somente se, m é primo.

Percebemos, então, que temos exemplos de corpos infinitos e de corpos finitos.
Neste livro, conforme veremos, temos um interesse maior por resultados sobre
corpos infinitos.

Exemplo 1.1.5. O conjuntoMn.R/ de todas as matrizes n � n com entradas em
um anel R, com as operações de adição e multiplicação usuais, é um anel.

Em geral, o anelMn.R/ não é um anel comutativo. Além disso, se R possui
unidade, entãoMn.R/ também possui unidade. Neste caso, denotamos por

1 D In D .aij / D

�
1; se i D j
0; se i ¤ j

e In é chamada de matriz identidade n � n.
SeR é um anel com unidade, denotamos por eij amatriz que possui o elemento

1 na entrada .i; j / e 0 nas demais.
As matrizes eij , i; j 2 f1; : : : ; ng, são chamadas de matrizes elementares.

Note que In D
nP
iD1

ei i e que eij ekl D ıjkeil , onde

ıjk D

�
1; se j D k
0; se j ¤ k
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